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Resumen
Es necesario conocer el comportamiento ele´ctrico del corazo´n para poder iden-
tificar zonas con algu´n tipo de cardiopat´ıa, en este caso de tipo isque´mico. Para la
realizacio´n de este proyecto, se ha utilizado un modelo matema´tico que describe el
comportamiento de la actividad ele´ctrica de la membrana card´ıaca y se han realiza-
do una serie de pruebas modificando el nu´mero y la posicio´n de los electrodos para
obtener los resultados y ver cual de las reconstrucciones de isquemia son o´ptimas




El objetivo de este proyecto consiste en determinar el nu´mero y posicio´n de
electrodos en el interior de alguna de las cavidades del corazo´n para detectar y
caracterizar de la manera ma´s eficiente posible las zonas o lugares afectados por
alguna cardiopat´ıa (isquemias, infartos, etc), sobretodo haciendo hincapie´ en las
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El corazo´n es el o´rgano ma´s importante del sistema circulatorio. Actu´a como
una bomba c´ıclica encargada de aspirar e impulsar la sangre a todas las partes del
organismo y este bombeo se produce debido a la existencia de impulsos ele´ctricos
que hacen que el mu´sculo card´ıaco se contraiga.
En este cap´ıtulo se describe el funcionamiento del corazo´n enfatizando en la
actividad ele´ctrica de e´ste y en los feno´menos que provocan su contraccio´n. Para
ello, se explica el comportamiento de la membrana celular debido a que juega un
papel muy importante en este proceso. Tambie´n se explicara´ una de las causas que
hace que el corazo´n deje de realizar su funcio´n correctamente: la isquemia card´ıaca.
1.1. El corazo´n
El corazo´n [1], [2] y [3] es un mu´sculo electromeca´nico, hueco, impar y asime´tri-
co situado en el mediastino anterior, entre los pulmones y apoyado en el diafragma
ocupando mayor superficie del hemitorax izquierdo que del derecho. E´ste esta´ com-
puesto de cuatro cavidades, dos aur´ıculas y dos ventr´ıculos separados mediante
tabiques. Las aur´ıculas y los ventr´ıculos se comunican entre s´ı, mediante unos orifi-
cios en el que se encuentran unas membranas delgadas, flexibles y mo´viles llamadas
va´lvulas que se encargan de regular el paso de sangre evitando a su vez que la sangre
retroceda de los ventr´ıculos a las aur´ıculas. La diferencia que existe entre las aur´ıcu-
las y los ventr´ıculos es que las aur´ıculas tienen menor capacidad, tienen paredes
ma´s delgadas y mayor nu´mero de orificios. El proceso de contraccio´n del corazo´n
es un proceso en el que en primer lugar se contraen la aur´ıculas y a continuacio´n
se contraen los ventr´ıculos origina´ndose lo que se llama un latido. Esta contraccio´n
se genera por un impulso ele´ctrico originado en la aur´ıcula derecha el cual se va
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extendiendo por todo el corazo´n.
Figura 1.1: Anatomı´a del corazo´n. Vista interior del corazo´n.
Las ce´lulas musculares de las que esta´n formados los tejidos del corazo´n se
denominan miocitos. Se disponen longitudinalmente formando fibras musculares que
a su vez mediante la unio´n de e´stas forman lo que se denomina fasc´ıculos y el conjunto
de varios fasc´ıculos forma el mu´sculo card´ıaco. Nos encontramos con dos tipos de
ce´lulas, las contra´ctiles que son las responsables de la contraccio´n del corazo´n y
las especializadas que son las que generan y conducen los impulsos nerviosos. La
mayor´ıa de las propiedades generales del corazo´n son debidas a las caracter´ısticas
de las fibras musculares que lo componen.
Si se observa el corazo´n desde dentro hacia fuera podemos ver que su estructura
se compone de las siguientes capas: endocardio, miocardio, epicardio y pericardio
como se puede ver en la figura 1.2. El endocardio es una membrana delgada y lisa que
recubre la superficie interior del corazo´n. El miocardio es la masa contra´ctil formado
por formaciones fibrosas, elementos contra´ctiles y tejido conjuntivo. El epicardio
es una membrana serosa y fina que recubre la superficie exterior del corazo´n. Y
por u´ltimo, el pericardio consta de dos la´minas llamadas pericardio seroso (la´mina
interior) que es una membrana delgada cuya funcio´n es favorecer los movimientos
del corazo´n y pericardio fibroso (la´mina exterior) que es una membrana muy fuerte
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que sirve al corazo´n para protegerse. Entre estas dos la´minas hay un espacio relleno
de l´ıquido perica´rdico el cual lubrica las superficies y permite que el corazo´n lata
correctamente.
Figura 1.2: Histolog´ıa del corazo´n. Capas de la pared del corazo´n.
Como se ha dicho antes, el corazo´n es un o´rgano electromeca´nico cuya activi-
dad r´ıtmica va asociada a feno´menos ele´ctricos. El ciclo card´ıaco es un conjunto de
movimientos sucesivos entre s´ı que comprende el espacio de tiempo entre el inicio
de un latido y el siguiente. En condiciones normales se produce de 60 a 100 pulsa-
ciones por minuto. El sistema ele´ctrico del corazo´n esta´ formado por los siguientes
elementos: no´dulo sinoauricular o sinusal, no´dulo auriculoventricular, haz del His y
fibras de Purkinje como se puede ver en la figura 1.3.
El proceso empieza con la generacio´n del impulso ele´ctrico que es el responsable
de la contraccio´n del mu´sculo card´ıaco contraye´ndose en primer lugar las aur´ıculas
durante un periodo de tiempo corto y a continuacio´n los ventr´ıculos. Cada con-
traccio´n se corresponde con un latido del corazo´n. El impulso ele´ctrico tiene origen
en el no´dulo sinoauricular (SA). El no´dulo SA tambie´n se denomina como el mar-
capasos principal y natural del corazo´n y consiste en una pequen˜a masa de tejido
especializado situado en la parte anterior y superior de la aur´ıcula derecha bajo la
desembocadura de la vena cava superior. Si e´ste falla, delega la generacio´n del im-
pulso ele´ctrico al no´dulo auriculoventricular. Una vez generado el impulso ele´ctrico
en el no´dulo SA, e´ste se propaga hasta llegar al no´dulo auriculoventricular (AV). El
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no´dulo AV esta´ situado en la aur´ıcula derecha y es responsable junto a sus fibras in-
ternodales del retardo en la transmisio´n del impulso ele´ctrico el cual se propaga por
el haz del His hacia los ventr´ıculos. El haz del His son fibras divididas en dos partes,
derecha e izquierda, para poder propagar el est´ımulo ele´ctrico a los dos ventr´ıculos.
Figura 1.3: Composicio´n del sistema ele´ctrico del corazo´n.
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1.2. Membrana celular
Las ce´lulas son el elemento vivo ma´s pequen˜o que existe y se encuentran en un
medio lleno de iones que esta´n en contacto con su membrana. Los iones son mole´cu-
las cargadas ele´ctricamente, si ganan electrones (part´ıculas ma´s pequen˜as que los
a´tomos que producen corriente ele´ctrica), se cargan negativamente y se denominan
aniones y si pierden electrones se cargan positivamente y se denominan cationes. El
movimiento de estos iones a trave´s de la membrana de las ce´lulas card´ıacas (mioci-
tos) son los responsables del movimiento de contraccio´n del corazo´n.
La membrana celular o plasma´tica [4] y [5] es una estructura delgada y ela´stica
que rodea a toda la ce´lula y separa el medio intracelular del extracelular da´ndole in-
dividualidad a la ce´lula y encarga´ndose de regular el intercambio de iones y mole´culas
entre ambos medios manteniendo el potencial electroqu´ımico. La membrana es una
bicapa lip´ıdica en la que se encuentran prote´ınas colocadas de tal manera que esta´n
en contacto con la superficie intracelular y extracelular y contribuyen a la regulacio´n
y control de la permeabilidad de la membrana. En menor proporcio´n tambie´n con-
tiene glu´cidos que esta´n unidos mediante enlaces covalentes a los l´ıpidos y prote´ınas,
los cuales protegen a la membrana de agentes qu´ımicos o meca´nicos, consiguen iones
importantes para la ce´lula y ayudan a reconocer las sen˜ales qu´ımicas de la ce´lula.
Figura 1.4: Composicio´n y estructura de la membrana celular.
La membrana celular es muy selectiva a la hora de dejar pasar mole´culas a
trave´s de ella, lo que se conoce como permeabilidad selectiva. La permeabilidad es
dependiente de la carga ele´ctrica de la mole´cula y de su masa molar. Las mole´culas
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Figura 1.5: Transporte activo y pasivo.
pequen˜as penetran en la membrana sin casi deformarla de dos formas, dependien-
do de si se mueven a favor o en contra de su gradiente de concentracio´n y de su
gradiente de carga ele´ctrica. Ambos gradientes forman el gradiente electroqu´ımi-
co. Si las mole´culas se desplazan a favor del gradiente atraviesan la membrana de
forma pasiva, sin gasto de energ´ıa debido a que pasan de un medio de mayor con-
centracio´n a uno de menor concentracio´n y todo este proceso se realiza mediante
difusio´n (movimiento de las mole´culas), pero si se desplazan en contra del gradiente
lo hacen de forma activa, lo cual conlleva a un gasto de energ´ıa porque pasan de
un medio de menor concentracio´n a uno de mayor concentracio´n. La concentracio´n
io´nica a ambos lados de la membrana no es la misma, en el medio extracelular hay
mayor concentracio´n de sodio y menor de potasio y en el medio intracelular al con-
trario, en la que los iones se colocan alineados junto a la superficie de la membrana
de forma bipolar, es decir, por cada ion negativo hay uno positivo. Todo esto provoca
una electronegatividad en el medio intracelular con respecto al extracelular denomi-
nado potencial de membrana, por lo que la membrana celular se comporta como un
condensador ele´ctrico con gran capacitancia con respecto a su superficie, en el que
la bicapa lip´ıdica es el diele´ctrico.
Por las caracter´ısticas de la membrana celular, el potencial de membrana se
mantiene en equilibrio, pero existen otros eventos que pueden alterar ese equilibrio,
que mediante otros mecanismos e´ste se recupera.
Existen dos tipos de potencial de membrana debido a que se producen cambios
de polaridad a ambos lados de la membrana celular:
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1. Potencial de reposo: se produce cuando el potencial de membrana esta´ en
equilibrio, en el que el medio intracelular es -90 mV ma´s negativo que el
extracelular y esto se mantiene constante debido a la difusio´n de sodio, potasio,
calcio y de la bomba de sodio y potasio. A este feno´meno se le denomina
despolarizacio´n.
2. Potencial de accio´n: tiene lugar cuando el potencial de membrana deja de
estar en equilibrio y el medio intracelular pasa de -90 mV a 20 mV y finaliza
cuando vuelve al estado de equilibrio. A este otro feno´meno se le denomina
polarizacio´n.
En la figura 1.6 se pueden ver las fases por las que pasa el potencial de mem-
brana. Al principio el potencial de membrana esta´ en reposo (etiqueta 4), es decir, se
encuentra en la etapa de polarizacio´n. A continuacio´n deja de estar en reposo y pasa
a estar en accio´n. Como se puede observar en la figura, primero se abren los canales
de sodio (etiqueta 1) y a continuacio´n los de calcio (etiqueta 2) provocando que el
medio intracelular de las ce´lulas se vuelva positivo respecto del medio extracelular,
lo que corresponde con la etapa de despolarizacio´n. Y por u´ltimo, se produce la
etapa de repolarizacio´n en el que se abren los canales de potasio (etiqueta 3) hasta
que al final el potencial de membrana vuelve a estar en reposo (etiqueta 4).
Figura 1.6: Potencial de membrana de una ce´lula mioca´rdica.
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1.3. Isquemia card´ıaca
Para que el corazo´n funcione correctamente debe existir un buen funcionamien-
to entre la demanda de energ´ıa y la generacio´n de e´sta, porque si no es as´ı, puede
desencadenar en una serie de transtornos que si no es capaz de adaptarlos, puede
dar lugar a patolog´ıas de extrema gravedad. La funcio´n que desempen˜a la sangre es
llevar ox´ıgeno y nutrientes a todos los puntos del organismo debido a que las ce´lulas
necesitan energ´ıa para sobrevivir y realizar su funcio´n.
Una isquemia [5] es una disminucio´n o suspensio´n total de la circulacio´n arterial
rica en ox´ıgeno en un tejido del organismo. En el corazo´n se produce una isquemia
cuando una arteria se estrecha u obstruye como se puede observar en la figura 1.7,
de tal manera que dificulta que el mu´sculo card´ıaco sea irrigado, lo cual ocasiona
un de´ficit de ox´ıgeno y sustratos. Los sustratos son necesarios para el metabolismo
card´ıaco (conjunto de reacciones qu´ımicas y f´ısicas que se producen en las ce´lulas
para su buen funcionamiento).
Figura 1.7: Grados de obstruccio´n en las arterias.
Los factores que producen una isquemia se dividen en dos: modificables e in-
modificables. Los factores modificables son aquellos que actuando sobre ellos pueden
cambiar la evolucio´n de la isquemia card´ıaca (el tabaco, la hipercolesterolemia, la
hipertensio´n arterial y la diabetes mellitus) y los inmodificables aquellos que actuan-
do sobre ellos no pueden cambiar la evolucio´n de la isquemia card´ıaca (la edad, el
sexo y la herencia familiar).
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La causa que se da con mayor frecuencia y puede degenerar en una isquemia
card´ıaca es la arterioesclerosis. E´sta se produce cuando existe un endurecimiento de
las paredes de las arterias repercutiendo en la elasticidad de e´stas y tambie´n cuando
hay un aumento anormal del grosor de la pared de la arteria, lo que da lugar a que
se obstruya.
Dependiendo de lo que se obstruya la arteria, podemos detectar distintos gra-
dos de isquemia y por lo tanto distintos efectos:
Si la suspensio´n del riego es momenta´nea en el mu´sculo card´ıaco, se produce
lo que se llama angina de pecho. En este caso se recupera el riego y no se
produce la muerte del tejido muscular card´ıaco por lo que es reversible.
En cambio, si la isquemia es grave y dura mucho tiempo se produce un infarto
de miocardio. En este caso si se produce la muerte de tejido muscular card´ıaco
cuyo feno´meno se denomina necrosis. Este proceso es irreversible porque las
ce´lulas muertas no se pueden recuperar.
Otro tipo es lo que se denomina cardiopat´ıa isque´mica cro´nica o aguda. Lo
que sucede en este caso es que las ce´lulas mioca´rdicas que no han muerto
sufren el feno´meno de hipertrofia debido a que intentan reemplazar a las ce´lulas
mioca´rdicas muertas para cubrir las necesidades del organismo, pero llega un
momento en que e´stas no pueden cubrir las necesidades del corazo´n debido a
la obstruccio´n coronaria.
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1.4. Mapeo endoca´rdico
Para poder detectar e identificar zonas dan˜adas en el corazo´n hay que cono-
cer la actividad ele´ctrica de e´ste y para ello existen una serie de te´cnicas que nos
proporcionan esa informacio´n. Estas te´cnicas se pueden clasificar en invasivas y no
invasivas.
Las te´cnicas no invasivas permiten conocer desde el exterior el comportamiento
del corazo´n mediante electrodos, como por ejemplo los electrocardiogramas. Como
se puede ver en la figura 1.8, se colocan una serie de parches sobre la piel llamados
electrodos, los cuales esta´n unidos a una ma´quina que convierte las sen˜ales ele´ctricas
del corazo´n en l´ıneas onduladas que son las que se imprimen en papel para que el
me´dico posteriormente pueda comprobarlas.
Figura 1.8: Electrocardiograma.
En cambio, las te´cnicas invasivas son las que nos proporcionan informacio´n
desde el interior del corazo´n, como por ejemplo el cateterismo.
En la figura 1.9 se puede ver la estructura de un cate´ter. Un cate´ter [6] es una
sonda que se introduce en una vena o tejido que sirve para explorar una determinada
zona. E´ste esta´ formado por una vaina de luz central en cuyo interior se encuentran
los electrodos que son los que recogen las sen˜ales ele´ctricas. Esta vaina tiene un
extremo distal de cola de cerdo (en espiral) que actu´a como soporte estructural y
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minimiza el impacto de movimiento de e´ste en una cavidad del corazo´n y por el otro
extremo tiene un cable coaxial en el que se encuentra el ICE que sirve para obtener
ima´genes anato´micas del endocardio.
Figura 1.9: Estructura de un cate´ter.
La te´cnica del cateterismo, como se puede ver en la figura 1.10, se realiza
introduciendo el cate´ter a trave´s de una pequen˜a incisio´n en la piel de la ingle o
el brazo y se va desplazando por la aorta hasta llegar al interior de alguna de las
cavidades del corazo´n. Para realizar esta te´cnica es necesario el uso de anestesia
local.
Las sen˜ales ele´ctricas recogidas de los electrogramas obtenidas a partir de la
realizacio´n de te´cnicas como las explicadas anteriormente, sera´n usadas para poder
determinar si existe o no alguna zona isque´mica en el tejido del corazo´n.
Este proyecto estudia la posicio´n, la forma y el nu´mero de zonas isque´micas
en el corazo´n a trave´s de la sen˜al ele´ctrica recogida por los electrodos de un cate´ter.
Para ello se realizara´n una serie de pruebas en el que se ira´n modificando el nu´mero
y la posicio´n de los electrodos hasta que se detecten y caractericen de la manera
ma´s eficiente posible las zonas o lugares afectados por una isquemia.
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Figura 1.10: Te´cnica del cateterismo.
Cap´ıtulo 2
Modelo matema´tico
Una forma de detectar y visualizar ciertos problemas card´ıacos es conocer
la actividad ele´ctrica del corazo´n. Para ello se han utilizado durante el transcurso
de los an˜os modelos matema´ticos que permiten describir los feno´menos f´ısicos que
tienen lugar en la membrana cad´ıaca. Una de las aplicaciones ma´s importantes de
la modelizacio´n es comprender como se producen las insuficiencias card´ıacas para
poder tratarlas. Tambie´n se han usado modelos para describir matema´ticamente las
propiedades y el comportamiento del tejido card´ıaco cuyo ca´lculo computacional se
ha ido simplificando con el paso de los an˜os y por tanto, se ha acelerado de manera
significativa la realizacio´n de las simulaciones. Estos modelos incluyen las a´reas de
la anatomı´a, la electrofisiolog´ıa, la propagacio´n de la excitacio´n, el desarrollo de la
fuerza y la meca´nica, as´ı como el acoplamiento de estas a´reas.
2.1. Modelos matema´ticos previos
Si nos centramos en modelizar la propagacio´n de la excitacio´n card´ıaca, nos
encontraremos con diferentes enfoques de modelado. Estos se pueden distinguir en
funcio´n de como representen la anatomı´a, si microsco´picamente o macrosco´pica-
mente y tambie´n en funcio´n de como se aproximen a la electrofisiolog´ıa celular.
En los u´ltimos an˜os, los enfoques de modelado macrosco´pico de la propagacio´n
de la excitacio´n, [7] han sido desarrollados por auto´matas celulares y por sistemas
de reaccio´n-difusio´n.
Los auto´matas celulares son redes de auto´matas simples (ma´quinas que siguen
automa´ticamente una serie de operaciones o instrucciones predeterminadas) que
esta´n conectados localmente de manera uniforme y sincronizada y que sirven para
modelizar sistemas naturales. Estos se componen de: una red infinita discreta que
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representa la estructura espacial adyacente y de auto´matas finitos situados en cada
nodo de la red, llamado celda.
Estos modelos fueron utilizados por Wiener y Rosenblueth [8] para describir
los feno´menos de la propagacio´n de la excitacio´n en hojas de dos dimensiones del
mu´sculo card´ıaco. Tambie´n los utilizaron Moe et al. [9] para modelizar la fibrilacio´n
auricular y Werner, Sachse, Seemann y Dossel [10] realizaron un auto´mata de tres
dimensiones simulando la propagacio´n de la excitacio´n ele´ctrica con modelos que
van desde las zonas de miocardio hasta todo el corazo´n.
Por otro lado esta´n los sistemas de reaccio´n-difusio´n, los cuales usan un sistema
de ecuaciones de derivadas parciales no lineales para describir todo el proceso de
excitacio´n y propagacio´n en medios excitables. Existen distintos tipos de este modelo
dependiendo de la dimensio´n del sistema de ecuaciones que tengan y tambie´n de la
manera con que formulan la excitacio´n y los te´rminos de difusio´n. El sistema de




= fi(u1, ..., un) +∇ · (Di∇ui) i = 1, ..., n
donde el ı´ndice i es el nu´mero de variables que define nuestro sistema. La variable
ui representa el estado celular (voltaje transmembrana, concentracio´n io´nica y con-
ductividad de los canales de iones) y el cambio de este estado viene determinado por
el te´rmino de excitacio´n fi y el de difusio´n ∇· (Di∇ui). Uno de los modelos que usa
sistemas de reaccio´n-difusio´n es el modelo de FitzHugh y Nagumo [11]. Este modelo













= ǫ(u+ β − γv)
donde la variable u representa el voltaje transmembrana, v la inhibicio´n y D el
coeficiente de difusio´n escalar. Los para´metros β, γ y ǫ esta´n comprendidos entre los
siguientes valores: 0 <| β |< √3, 0 < γ < 1 y ǫ≪ 1.
Otro modelo es el de Rogers y McCulloch [12], que describe de una forma ma´s
realista la propagacio´n en el miocardio realizando una modificacio´n en las ecuaciones
del modelo de FitzHugh y Nagumo:









donde la variable u representa el voltaje transmembrana, v la inhibicio´n, D el te´rmi-
no de difusio´n y a, b, c1, c2 y d son los para´metros de la membrana.
Por otro lado, tambie´n existen los modelos que son combinacio´n de mode-
los celulares electrofisiolo´gicos y modelos de flujo de corriente. Los modelos celu-
lares electrofisiolo´gicos son los que describen la concentracio´n y el flujo de iones, la
conductividad en las ce´lulas y el voltaje transmembrana mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales. Los modelos de flujo de corriente son los que describen las
corrientes de entrada y salida a trave´s de la membrana. Existen dos tipos de estos
modelos: monodominio y bidominio.
Los modelos monodominio [13] son modelos que an˜aden el efecto de acoplamien-
to del espacio intracelular mediante resistencias o tensores de conductividad. Para
ello, se realizan dos ca´lculos en cada unidad de tiempo y para cada celda, que son:
el ca´lculo de la densidad de corriente intracelular de la fuente fi mediante el uso de
un modelo de flujo de corriente intercelular y la actualizacio´n del estado en el que
se encuentra el modelo celular electrofisiolo´gico utilizando la densidad de corriente
de la fuente fsi.
(2.6) ∇ · (σi∇Vm) = fi
(2.7) fi = βItm − fsi




donde Vm es el voltaje transmembrana, σi el tensor de conductividad intracelular,
Itm la corriente transmembrana, β los miocitos por relacio´n de volumen, Cm la
capacitancia de la membrana y Im la corriente io´nica.
Si combinamos la ecuacio´n (2.6), (2.7) y (2.8) tenemos
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Los modelos bidominio [14] son una ampliacio´n de los modelos monodominio.
Por lo que estos modelos usan dos dominios para tratar el comportamiento ele´ctrico
del tejido, el espacio intracelular y el extracelular separados mediante la membrana
celular.
Por u´ltimo, indicar que algunos de los modelos matema´ticos ma´s realistas son
los denominados de Luo - Rudy [7]. En estos modelos, en sus distintas versiones,
se describe con un alto grado de detalle el potencial de accio´n ventricular. Para
ello, realizan una descripcio´n de las caracter´ısticas ele´ctricas de los distintos canales
io´nicos y tambie´n describen la transferencia de iones de unos medios a otros debido
a que estos influyen significativamente en el potencial de membrana. En estos mo-
delos, se tienen en cuenta tres tipos de medios: el intracelular, el intersticial y el
extracelular.
2.2. Modelo matema´tico
Como se ha visto existen gran cantidad de modelos matema´ticos que podemos
utilizar para describir los feno´menos f´ısicos involucrados en la actividad card´ıaca.
De diferente grado de detalle y complejidad nuestro primer paso sera´ seleccionar un
modelo para describir nuestro problema. En este caso, se ha utilizado para simular
la actividad ele´ctrica de la membrana card´ıaca el modelo de Mitchell y G.Schaeffer
[15]. E´ste es un modelo fenomenolo´gico en el que mediante una ecuacio´n de reaccio´n-
difusio´n se describe el comportamiento del potencial de accio´n. Las razones por las
que se ha elegido son:
1. La simulacio´n de la dina´mica de la membrana es muy cercana a la de otros mo-
delos mucho ma´s complicados, pero el coste computacional no es muy grande.
Esto es particularmente importante en simulaciones nume´ricas, sobretodo, en
dos o tres dimensiones donde la eficiencia es muy importante.
2. Se pueden obtener algunos resultados anal´ıticamente sin recurrir a la simu-
lacio´n nume´rica, lo cual permite determinar co´mo los para´metros en el modelo
afectan su comportamiento.
3. Este modelo da lugar a un mapa unidimensional que especifica la duracio´n del
potencial de accio´n como una funcio´n del intervalo anterior diasto´lico.
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En este modelo la dina´mica de la ce´lula card´ıaca esta´ representada por las
dos corrientes io´nicas, la corriente de entrada y la corriente de salida. La corriente
de entrada se corresponde con las corrientes de sodio y calcio y la corriente de
salida con la corriente de potasio. Veamos, someramente, una descripcio´n del modelo
matema´tico.
2.2.1. Descripcio´n del modelo matema´tico de excitacio´n-
propagacio´n
Este modelo consta de dos ecuaciones diferenciales adimensionales y escaladas,
para dos variables v(r, t) y h(r, t), que var´ıan entre 0 y 1:
1. La primera variable es el voltaje transmembrana v(t), y tal y como se ha
comentado antes, se ha escalado al objeto que en lugar de variar entre -80 mV y 20




= κ∇2υ + F (v, h) = κ∇2υ + Jin(v, h) + Jout(v) + Jstim(t)
En esta ecuacio´n diferencial, el te´rmino de propagacio´n se corresponde con
κ∇2υ y el de excitacio´n con F (v, h). En el te´rmino de excitacio´n, Jin es la corriente
de entrada la cual es regulada por la puerta de inactivacio´n que es la segunda
ecuacio´n que utiliza este modelo, Jout es la corriente de salida y Jstim es la corriente
de estimulacio´n externa.





donde el para´metro τin = 0,3 ms
Jout(v) = − v
τout
(2.13)
donde el para´metro τout = 6 ms
La propagacio´n bioele´ctrica card´ıaca se modeliza introduciendo un te´rmino
difusivo en la ecuacio´n diferencial del voltaje transmembrana. En esta ecuacio´n, κ
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es la constante que representa la conductividad del tejido card´ıaco que tiene el valor
de 10−3cm2/ms, para situaciones de conduccio´n normales.









, v < vcrit
−h
τclose
, v > vcrit
donde τopen = 120 ms, τclose = 150 ms y υcrit = 0, 13, para un tejido considerado
sano.
Los para´metros τin, τout, τopen, τclose son constantes temporales que representan
cada una de las fases del potencial de accio´n card´ıaco.
τin: determina la fuerza de la corriente de entrada representando la fase ascen-
dente del potencial de accio´n.
τclose: es el periodo de tiempo en el que la puerta de inactivacio´n se cierra
representando la fase de meseta del potencial de accio´n.
τout: determina la fuerza de la corriente de salida representando la fase descen-
dente del potencial de accio´n.
τopen: es el periodo de tiempo en el que la puerta de inactivacio´n se vuelve a
abrir representando la fase de recuperacio´n del potencial de accio´n.
El para´metro restante υcrit, es el que representa el umbral de voltaje en el que
la puerta de inactivacio´n cambia de un estado a otro. Existe el estado en el que la
puerta esta´ abierta (h = 1) y el estado en el que la puerta esta´ cerrada (h = 0).
Para completar las ecuaciones anteriores, debemos an˜adir unas adecuadas
condiciones iniciales y de frontera, que en este caso se han elegido como:
1. Condiciones iniciales de flujo en Ω:
(2.15) v(r, 0) = 0 , h(r, 0) = 1, para r ǫ Ω
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Resumiendo, la ecuacio´n diferencial del voltaje transmembrana y la condicio´n
inicial de contorno son las dos fo´rmulas que determinan el modelo de propagacio´n
bioele´ctrica card´ıaca.
2.2.2. Modelo de isquemia
Lo que anteriormente se ha realizado, es una descripcio´n del modelo en un teji-
do considerado sano. Sin embargo, las ce´lulas card´ıacas sufren alteraciones electrofi-
siolo´gicas debido a una isquemia aguda. Las principales alteraciones son: hipoxia,
hipercalemia y acidosis. La hipoxia se produce cuando existe una falta de ox´ıgeno
en el corazo´n, lo cual origina una disminucio´n de la duracio´n del potencial de accio´n
en las ce´lulas card´ıacas. La hipercalemia produce un aumento de la concentracio´n
de potasio en el medio extracelular reduciendo la excitabilidad y retrasando la re-
cuperacio´n de e´sta en el tejido card´ıaco. Y todo ello, da lugar a un incremento del
potencial de reposo y a la disminucio´n de la fase ascendente del potencial de accio´n,
de la amplitud del potencial de accio´n y de la velocidad de conduccio´n. Y por u´lti-
mo, la acidosis tiene lugar cuando existe una disminucio´n en el pH, degenerando en
una reduccio´n de la conductancia ma´xima de las corrientes de sodio y calcio y cuyo
efecto produce la disminucio´n del potencial de accio´n y el aumento del potencial de
reposo.
Introduciendo un para´metro nuevo υrest y variando adecuadamente el valor de
τin, las ecuaciones de las corrientes de entrada y salida quedar´ıan de la siguiente
manera:
Jin(v, h) =
h(1− v)(v − vrest)2
τin
(2.17)
Jout(v) = −v − vrest
τout
(2.18)
donde τin = τin(r) y υrest = υrest(r) son los que determinan la regio´n isque´mica, en
cambio, los dema´s para´metros permanecen constantes.
Si el valor de la constante τin la incrementamos a 1 ms para ce´lulas isque´micas,
la duracio´n del potencial y la velocidad de conduccio´n disminuyen. Tambie´n si le
damos el valor de 0, 1 a υrest para ce´lulas isque´micas, el potencial de reposo aumenta
un 10% debido a hipercalemia y acidosis. Utilizando estos valores, que han sido
ajustados de forma apropiada para dar resultados ma´s o menos realistas, podemos
detallar todos los cambios electrofisiolo´gicos en el tejido celular y obtener los niveles
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de los diferentes cambios en condiciones de isquemia. En la figura 2.1 se puede
observar el potencial de accio´n de una ce´lula sana y el de una ce´lula isque´mica. La
l´ınea discontinua de color azul corresponde al potencial de accio´n de una ce´lula sana
y la l´ınea continua de color rojo al de una ce´lula isque´mica.
Figura 2.1: Potencial de accio´n de una ce´lula sana y de una ce´lula isque´mica.
En este modelo, se considera una zona o regio´n de tejido celular isque´mico en
el que τin(r) y υrest(r) var´ıan linealmente entre la zona sana y la zona de isquemia
aguda.
En la figura 2.2, se puede observar como var´ıa espacialmente el para´metro τin
en este modelo de tejido card´ıaco en el que se puede ver una isquemia en forma
circular que se corresponde con la zona S, tal que
(2.19) τin(r) =
{




0 ≤ vrest ≤ 0,1 dentro S
0 fuera S
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Figura 2.2: Variacio´n espacial del para´metro τin en un tejido card´ıaco en el que se
representa una isquemia en forma circular.
Los dema´s para´metros se mantienen constantes dentro de la regio´n del tejido
card´ıaco.
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2.2.3. Modelizacio´n de los electrodos monopolares intraca-
vitarios
En este modelo se usan electrodos de sonda intracavitaria monopolar. Segu´n
la teor´ıa de conductor volume´trico, el potencial ele´ctrico que se obtiene en un punto
ri en el interior de una ca´mara card´ıaca viene dada por la siguiente ecuacio´n [16]















donde φi(t) es el EGM y el para´metro σ representa la conductividad de la sangre.
Esta ecuacio´n representa las fuentes card´ıacas im(r, t) para realizar medidas
sin contacto intracavitario.
Figura 2.3: Potencial ele´ctrico en un punto ri en el interior de una ca´mara card´ıaca.
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En conclusio´n, el problema planteado en este proyecto viene representado por
la ecuacio´n (2.21) junto al modelo de excitacio´n card´ıaca y por la propagacio´n de-
terminada por las ecuaciones (2.11), (2.14), (2.17) y (2.18) sujeto a (2.15) y (2.16)
en el que el tejido card´ıaco esta´ definido por τin = τin(r) y υrest = υrest(r) y por los
para´metros τclose, τout, τopen y υcrit.
En la figura 2.4 se puede ver una configuracio´n caracter´ıstica de los experi-
mentos nume´ricos. Consiste en una regio´n con forma rectangular de tejido card´ıaco
en el que hay una regio´n isque´mica en su centro. El resultado obtenido es el des-
plazamiento lento del impulso ele´ctrico card´ıaco en la regio´n isque´mica. El tiempo
depende del EGM intracavitario medido en un punto encima del tejido card´ıaco que
en la figura se representa con un +.
Figura 2.4: Ejemplo de configuracio´n caracter´ıstica de los experimentos nume´ricos.
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En la figura 2.5 se muestra el EGM cuando no existe regio´n isque´mica y cuan-
do si existe regio´n isque´mica en el que se puede observar una elevacio´n de la onda
de repolarizacio´n.
Figura 2.5: Electrograma de zona no isque´mica (sano) y electrograma de zona
isque´mica.
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2.2.4. Resolucio´n nume´rica de las ecuaciones
Para resolver nume´ricamente las ecuaciones anteriores (2.11) y (2.14), se ha
seguido el me´todo Crank Nicolson, en el que el te´rmino no lineal de corrientes se
trata de forma expl´ıcita.
En esencia, el me´todo de Crank Nicolson [17] es un me´todo semi-impl´ıcito y de
diferencias finitas, es decir, que es una mezcla entre el me´todo expl´ıcito e impl´ıcito.
Como se ha dicho, el me´todo de Crank Nicolson es un me´todo de diferencias finitas
y eso quiere decir que tiene la forma de f(x + b) − f(x + a) y si e´sta es dividida
por b − a, se obtiene una aproximacio´n de lo que ser´ıa un cociente diferencial y
pasar´ıamos de estar en un espacio infinito a uno finito. Este me´todo es muy estable
nume´ricamente y sirve para resolver ecuaciones con derivadas parciales, en nuestro
caso para resolver ecuaciones del tipo de reaccio´n-difusio´n.









vi+1,j − 2vi,j + vi−1,j
(∆x)2
+






vi+1,j − 2vi,j + vi−1,j
(∆x)2
+
vi,j+1 − 2vi,j + vi,j+1
(∆y)2
)k ]
+ F (vki,j, h
k
i,j)
Se debe indicar que para la ecuacio´n de la h se ha seguido un me´todo expl´ıcito.
En la figura 2.6 se ha representado la solucio´n del problema para algunos
instantes de tiempo, en el caso de considerar un tejido 2D y cuadrado introduciendo
un est´ımulo por la parte superior del tejido. En la columna de la derecha se representa
v(r, t) y en la izquierda h(r, t), para los instantes de tiempo t = 10 ms , t = 50 ms,
y t = 200 ms. Se ha considerado dos zonas isque´micas.

















































Figura 2.6: Evolucio´n de la solucio´n de las ecuaciones de Mitchell y Shaefferd. En la
columna de la izquierda esta´ representado, mediante mapa de colores, el resultado
para la variable h, en los instantes de tiempo: 10 ms, 50 ms y 200 ms. En la
columna de la derecha esta´ representado, mediante mapa de colores, el resultado
para la variable v, en los instantes de tiempo: 10 ms, 50 ms y 200 ms.
Cap´ıtulo 3
Problema Inverso
En este cap´ıtulo se va a describir la formulacio´n matema´tica del problema
inverso. Tal y como se ha comentado en el cap´ıtulo anterior, mediante el uso de
modelos matema´ticos se puede describir y estudiar una gran cantidad de problemas
en todos los campos de la ciencia y la te´cnica. Pues bien, con esa descripcio´n, medi-
ante la introduccio´n de los para´metros adecuados, se es capaz de modelizar tal cual
esta situacio´n, incluso los resultados o datos que e´sta proporcionara´. Usualmente, al
problema de sabiendo la configuracio´n, conocer los efectos, se conoce como problema
directo. Pues bien, un problema inverso es justo lo contrario, sabiendo los efectos,
conocer la configuracio´n. Este tipo de problemas aparecen en multitud de campos
de la ciencia y de la te´cnica y poseen una gran relevancia desde el punto de vista
pra´ctico, por ejemplo, en deteccio´n de fisuras en materiales utilizando ensayos no
destructivos, en caracterizacio´n de ca´ncer mediante te´cnicas no invasivas o en un es-
tudio de acu´ıferos utilizando ondas so´nicas, y as´ı un sinf´ın de aplicaciones. Desde el
punto de vista matema´tico, casi todos estos problemas tienen algunas propiedades en
comu´n, como por ejemplo lo dif´ıcil que es conseguir una solucio´n adecuada, pues casi
todos ellos esta´n, como lo que se conoce mal propuestos, ver la referencia [18] para
una mayor informacio´n. En la actualidad, continuamente esta´n surgiendo me´todos
y sucesivas mejoras para abordar dichos problemas, como es el caso de la utilizacio´n
de una descripcio´n mediante funciones de nivel. Esta descripcio´n, es en la que se
basa el algoritmo utilizado para resolver el problema inverso que se afronta en el
presente proyecto fin de carrera.
3.1. Formulacio´n matema´tica
Si se imagina que se tiene un sustrato card´ıaco en la que esta´ presente una re-
gio´n isque´mica desconocida, en los te´rminos en los que se ha definido anteriormente,
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existen variaciones respecto al valor del tejido sano en los para´metros τˆin y vˆrest.
Adema´s, se supone que se posicionan un total de n electrodos monopolares en las
posiciones xei , i = 1, ..., n. As´ı pues, en esta configuracio´n, cada uno de los electrodos
captara´ un registro de potencial ele´ctrico, dependiente del tiempo, que se denomina
por Dˆ(t)ri , i = 1, ..., n. En esencia, cada detector lo que tendra´ es una serie temporal
de medidas de potencial ele´ctrico (EGM), en el que en cada instante tiene en cuenta
las corrientes que en ese momento esta´n tomando parte en la membrana. Se debe
tener presente, que en esta configuracio´n, configuracio´n a la que se denominara´ con-
figuracio´n real, en teor´ıa no se tiene acceso a la distribucio´n real de para´metros en
el tejido. So´lo se tiene acceso a los datos proporcionados por los electrodos, datos a
los que a partir de ahora se denominara´n datos reales. Pues bien, el objetivo, el cual
se define de manera clara aqu´ı, es lo que se quiere hacer. Es el hecho de, utilizando
los datos reales, ser capaz de reconstruir la regio´n isque´mica.
Lo que se va a hacer en este me´todo, es proponer una posible solucio´n al pro-
blema, es decir, manteniendo la misma disposicio´n de electrodos, se supondra´ que se
tiene un tejido con una isquemia caracterizada por τin y vrest. A esta configuracio´n,
se la denominara´ configuracio´n propuesta. Dicha configuracio´n propuesta, lleva aso-
ciada sus correspondientes electrogramas, que se denominara´n D(t)i, i = 1, ..., n.
As´ı pues, lo que se pretende en este me´todo, es intentar encontrar una distribucio´n
de los para´metros τin y vrest, de tal manera que los datos reales y los datos propues-
tos sean lo ma´s parecidos posibles. O desde el punto de vista matema´tico, querer










que al fin y al cabo no es ma´s que la distancia entre ambos tipos de datos, reales y
propuestos. A dicho funcional se le llamara´ funcional de coste o sencillamente coste.
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3.1.1. Minimizacio´n del coste
Si se tiene en cuenta todo lo anterior, ahora se esta´ en disposicio´n de definir
matema´ticamente este problema.
Dados una serie de datos reales D(t)i, el objetivo es encontrar las distribuciones























= κ∇2v + h(v − vrest)
2(1− v)
τin












si v < vcrit
−h
τclose
si v > vcrit














es decir, v verifica lo que se acordo´ de denominar problema directo.
3.2. Minimizacio´n del funcional de coste. Me´todo
de descenso.
Como se puede apreciar en las ecuaciones que describen la isquemia, y por
tanto la propagacio´n, el funcional de coste J depende realmente de dos para´metros
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a saber, τin y vrest. En este caso, lo que realmente interesa es obtener como var´ıa
dicho funcional de coste con la variacio´n de dichos para´metros. As´ı, de esta forma,
se puede establecer un procedimiento iterativo, en el que las sucesivas soluciones
propuestas vayan disminuyendo progresivamente el valor de dicho funcional de coste.
Para ello, lo que se debe obtener es ∂J/∂τin. La obtencio´n de esta derivada sigue un
procedimiento complejo que, en lo que sigue, se va a intentar explicar de una forma
concisa, ve´ase [15] para un mayor detalle.
Recordemos que, en el co´mputo de dicha derivada, esta´ impl´ıcito la condicio´n
de que la solucio´n de este problema siga las ecuaciones 3.1 (ecuaciones del problema
directo). Luego estamos ante un problema de mı´nimos con restricciones. Por esta
razo´n, se sigue un proceder similar al de optimizacio´n utilizando el me´todo de los
Multiplicadores de Lagrange.
Para calcular la anterior derivada, se define el siguiente lagrangiano, en el que
se usa w como multiplicador de Lagrange
(3.2) L = J︸︷︷︸
L1
+< W,w >∗︸ ︷︷ ︸
L2
donde el producto escalar se define como sigue







y se ha definido el siguiente operador
W (v, h) =
∂v
∂t






Antes de seguir, se debe dar cuenta uno de que en el caso de que v sea solucio´n
del problema directo, se verifica que
L = J
es decir, que el lagrangiano coincide con el coste.
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Ahora de nuevo, hay que recordar que en el caso de que v sea solucio´n de las









Ahora se calculan las variaciones de cada una de las partes por separado. Se























































































































































































































































Dado que al inicio no debe haber perturbacio´n δv
∣∣
0
= 0, y no se sabe nada de
lo que le puede suceder a T, para anular dicho te´rmino, lo que se hace es imponer
que
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utilizando el teorema de Green
∫
Ω











































Ahora vamos a ver el u´ltimo te´rmino, si intercambiamos las dos integrales y
realizamos la integracio´n temporal, se tiene que,












Ahora bien, dado que en t = 0 las perturbaciones de v son cero, basta imponer
que































































Y por u´ltimo, se analizara´ la contribucio´n del te´rmino L1.
Recordemos,



















































De´monos cuenta, de que lo que aparece entre corchetes, es justamente el resi-
duo, es decir, la diferencia espacio-temporal dependiente de los datos reales y los
obtenidos a partir del modelo propuesto. Definimos











































= ∇ 1|r− ri| · ∇δv +
1
|r− ri| ∇















|r− ri| n · ∇δv −
∫
∂Ω
δvn · ∇ 1|r− ri|
En condiciones normales, se supone que no hay perturbaciones cuya derivada
normal en la frontera no sean nulas, es decir, n · ∇δv∣∣
∂Ω
= 0, por lo que el segundo
te´rmino desaparece.

















δvn · κ∇ 1|r− ri|
]
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As´ı, despue´s de todas estas operaciones, llegamos a la conclusio´n de que si v es
solucio´n del problema directo, entonces δJ = δL y haciendo uso de las expresiones








h(v − vrest)2(v − 1)
τ 2in

















ρj ∇2 1|r− ri|




ρj n · ∇ 1|r− ri| en ∂Ω
(3.10) w(r, T ) = 0
Esta u´ltima ecuacio´n, la identificamos como la formulacio´n de´bil de la expresio´n
integral de
(δL1 + δL2)(v,h)sol.directa = 0
3.3. Descripcio´n mediante conjuntos de nivel
Dado que la zona isque´mica, caracterizada por la distribucio´n espacial de los
para´metros τin y vrest, tiene la frontera bien definida, se utilizara´ el me´todo de con-
juntos de nivel para definirla. El me´todo de conjuntos de nivel es conocido tambie´n
como LSM (Level Set Function), es una te´cnica nume´rica que permite representar
diferentes formas que var´ıan con el tiempo de manera sencilla en una cuadr´ıcu-
la cartesiana mediante una funcio´n real f y un conjunto de variables n. Segu´n el
nu´mero de variables, se pueden encontrar diferentes formas:
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1) Si se tienen 2 variables (n = 2) se tiene una curva de nivel.
2) Si se tienen 3 variables (n = 3) se tiene una superficie.
3) Para valores de n mayores (n > 3) se tiene una hipersuperficie de nivel.
Figura 3.1: Me´todo de fijacio´n de nivel.
Como se puede comprobar en la figura 3.1, se representan diferentes formas
mediante la modificacio´n de la funcio´n. En la parte superior de la figura, se puede
ver una serie de formas (superficie gris) bien delimitadas. En la parte inferior, se
representa esa forma mediante la gra´fica de la funcio´n (superficie roja) a un nivel
establecido y el plano x e y (superficie azul). La forma, es todo el conjunto de puntos
en el que el nivel de la funcio´n tiene valores positivos y el resto de puntos tienen
valor cero. Como se puede ver en la figura, esta forma va cambiando y puede ser
representada de manera sencilla u´nicamente cambiando el nivel establecido en la
funcio´n.
Para modificar la funcio´n de nivel que define la zona isque´mica, se define la





donde ζ es un tiempo artificial y el te´rmino forzante es ∂J/∂τin, anteriormente
calculado. Ve´anse las referencias [18] y [19] para un mayor detalle de los aspectos
te´cnicos involucrados.
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3.4. Algoritmo de Inversio´n
As´ı pues, con todo lo anteriormente descrito, estamos en condiciones de es-
tablecer el algoritmo por el que, de forma iterativa, se resuelve el problema inverso.
Suponemos que dada una configuracio´n de electrodos tenemos una serie de
electrogramas Dˆ(t)i, correspondiente a la configuracio´n real, desconocida y la cual
se quiere determinar.
1. Como configuracio´n inicial, proponemos una isquemia sencilla, un c´ırculo cen-
trado en nuestro tejido. Dicha isquemia, vendra´ dada por una funcio´n de nivel
inicial φ0.
2. Determinamos los residuos (R(t)i), calculando previamente los electrogramas
(D(t)i) asociados a nuestra solucio´n propuesta.
3. Calculados los residuos, determinamos la solucio´n del problema adjunto re-
solviendo las ecuaciones 3.8-3.9.
4. Calculamos el valor de la derivada con respecto al para´metro de intere´s del
funcional de coste (∂J/∂τin), utilizando la expresio´n 3.7.
5. Actualizamos la funcio´n de nivel (φ), resolviendo la ecuacio´n 3.11.
6. Y por u´ltimo actualizamos la configuracio´n (τin, vrest).
7. Volvemos al paso 2.
Este proceso iterativo termina cuando la norma de los residuos no decrece y
se comporta de forma ma´s o menos estacionaria.
Cap´ıtulo 4
Resultados
En este cap´ıtulo se va a presentar los resultados que se han obtenido hacien-
do uso del algoritmo presentado al final del cap´ıtulo anterior. Como se ha dicho,
el objetivo de este proyecto es el estudio del nu´mero y disposicio´n o´ptima de elec-
trodos a la hora de caracterizar una regio´n isque´mica. A primera vista todo parece
indicar que cuanto mayor es el nu´mero de electrodos y ma´s cerca se encuentren de
la membrana card´ıaca mejor deber´ıa ser la caracterizacio´n de la regio´n o regiones
con isquemia. Pero inmediatamente, surgen una serie de preguntas, ¿co´mo de de-
pendiente es la reconstruccio´n respecto al nu´mero y disposicio´n de los electrodos?,
¿realmente cuanto ma´s cerca se este´ de la membrana mejor sera´ la reconstruccio´n?,
¿efectivamente son necesarios muchos electrodos?. Todas estas preguntas podr´ıan
tener una gran trascendencia desde el punto de vista pra´ctico a la hora de disen˜ar
dispositivos intracavitarios orientados a caracterizar regiones patolo´gicas.
Ahora bien, si las preguntas anteriores se afrontan desde una formulacio´n muy
simplificada de la realidad, el trabajo presentado aqu´ı, no pretende sino ser un primer
paso a la contestacio´n de las mismas, suponiendo que parte de los resultados que se
van a mostrar podr´ıan ser extrapolables a modelizaciones ma´s cercanas a la realidad.
4.1. Configuracio´n ba´sica
Tal y como se ha comentado antes, el objetivo es estudiar como el nu´mero de
electrodos y la lejan´ıa de los mismos a la membrana card´ıaca afecta a la calidad
de la reconstruccio´n de regiones isque´micas. Para ello, se han realizado numerosos
experimentos, con diferentes disposiciones de electrodos. En esta seccio´n se presentan
aquellos aspectos que son invariables en todos los experimentos realizados.
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Como membrana card´ıaca, se considera una porcio´n de 1cm × 1cm. Como
protocolo de estimulacio´n, se aplica una corriente de valor 1 µA en el lado superior
de la membrana cada 500 ms.
Se considera que el tejido esta´ caracterizado por lo valores de las variables
τin = 0,3 ms, τout = 6 ms, τopen = 120 ms, τclose = 150 ms, υcrit = 0, 13, κ =
10−3cm2/ms y υrest = 0.
Se supone que la regio´n isque´mica posee los valores de τin = 1 ms, υrest = 0, 1
y el resto de para´metros se mantienen igual.
En la configuracio´n real, entre la parte central de la isquemia y la regio´n sana,
se supone una zona de transicio´n continua, en la que los para´metros τin y vrest var´ıan
de forma continua. Esta zona de transicio´n no aparecera´ en la reconstruccio´n, so´lo
se considerara´ zona sana y zona isque´mica.
Se elige como configuracio´n de isquemia real, dos regiones isque´micas disjun-
tas, ambas con forma de elipse y distinta excentricidad. La configuracio´n isque´mica
real la podemos ver en la figura 4.1 en la imagen de la izquierda.
























Figura 4.1: Isquemia real en mapa de colores de la variacio´n τin (izquierda) y funcio´n
de nivel inicial: isquemia inicial con forma de c´ırculo centrada en el origen (derecha).
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Dado el sustrato, caracterizado como anteriormente se ha indicado, se resuel-
ven a continuacio´n las ecuaciones que describen el potencial transmembrana uti-
lizando el me´todo nume´rico descrito al final del cap´ıtulo 2. Para ello se ha elegido
∆x = 0,02 cm y ∆y = 0,02 cm, como para´metros nume´ricos. El intervalo temporal
en el que se integra corresponde con el intervalo entre dos est´ımulos consecutivos.
Bajo estas condiciones, se ha probado que el me´todo nume´rico utilizado es estable,
proporcionando en todo momento de la integracio´n temporal soluciones acordes con
lo esperado.
Por u´ltimo, se ha introducido en todos los experimentos la misma funcio´n de
nivel inicial, que es aquella que proporciona como isquemia inicial un c´ırculo centrado
en el origen, tal y como se puede observar en la figura 4.1 en la imagen de la derecha.
Los para´metros de resolucio´n del problema inverso esta´n ajustados para que las
variaciones de la funcio´n conjunto de nivel sean del 5% en cada iteracio´n. Tambie´n
para que el comportamiento de dicha funcio´n sea ma´s suave se ha introducido un
suavizado artificial tal y como se indica en la referencia [19].
A estas alturas, se debe hacer una aclaracio´n que se considera muy impor-
tante. No cabe duda de que para cada una de las configuraciones que constituyen
estos experimentos, la eleccio´n de los distintos para´metros de resolucio´n puede ser
mejorada, al objeto de obtener una reconstruccio´n mejor. En este caso, no se han
obtenido los para´metros o´ptimos para una reconstruccio´n ma´s adecuada. Adema´s de
resultar un trabajo ı´mprobo, se cree que una comparacio´n adecuada puede basarse
en la utilizacio´n de exactamente los mismos para´metros para todos los experimentos,
esperando que los resultados obtenidos, puedan ser equiparables, o por lo menos,
extrapolables a ajustes ma´s finos.
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4.2. Experimentos
A continuacio´n se va a pasar a la descripcio´n de los distintos experimentos
realizados, as´ı como a los resultados particulares de los mismos. En todos ellos,
se supondra´ que los electrodos esta´n localizados en un plano paralelo al sustrato
card´ıaco, en forma de malla cuadrada distribuidos de forma equiespaciada.
4.2.1. Experimento 1
En este primer experimento, hay un total de 81 electrodos, posicionados en
forma de malla cuadrada tal y como se muestra en la figura 4.2.
Figura 4.2: Disposicio´n de 81 electrodos en forma de malla cuadrada.
Caso 1
Dada la malla anterior, en este primer caso, se posicionara´ a una distancia de
0,1 cm sobre el sustrato. Siguiendo los pasos del algoritmo mostrado en el cap´ıtulo
anterior, se empieza con una isquemia propuesta como la mostrada en la figura 4.3
imagen de la esquina superior derecha. Se realizan 50 iteraciones de este algoritmo,
obteniendo sucesivas aproximaciones al problema real, viendo como en la solucio´n
propuesta en un momento determinado aparecen dos nuevas regiones y desaparece
la inicial, dando lugar a dos zonas isque´micas que se posicionan de manera ma´s o
menos adecuada. Se puede ver algunas de las instanta´neas de la reconstruccio´n en
la figura 4.3. La reconstruccio´n final, que la consideramos como aquella en la que el
valor de la funcio´n de coste se comporta de forma estacionaria, se puede ver en la
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figura 4.3. Tambie´n, en esta figura, se ha representado la evolucio´n de la funcio´n de





















































































































Figura 4.3: Experimento 1: caso 1. Evolucio´n de la solucio´n propuesta para Z = 0, 1
cm y malla cuadrada de 81 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real
en mapa de colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Esquina
superior derecha: funcio´n de nivel inicial. Parte central izquierda: reconstruccio´n de
la isquemia en la iteracio´n 10. Parte central derecha: reconstruccio´n de la isquemia
en la iteracio´n 30. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final de la isquemia.
Esquina inferior derecha: Evolucio´n del coste.
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Tal y como se aprecia en la figura 4.4 imagen de la izquierda, en la recons-
truccio´n final, aparecen puntos aislados o puntos fantasmas no estacionarios que
aparecen y desaparecen segu´n las distintas iteraciones. Esto es debido principal-
mente a que la funcio´n de nivel se deteriora durante la evolucio´n. Estos puntos
pueden eliminarse con un procesado posterior de la imagen de la reconstruccio´n,
sencillamente suavizando. En la figura 4.4 imagen de la derecha, se puede observar
los efectos de dicho suavizado.






















Figura 4.4: Reconstruccio´n final de la isquemia sin procesado posterior (izquierda)
y reconstruccio´n final de la isquemia con procesado posterior (derecha).
Caso 2
Ahora se repite de nuevo el experimento anterior pero posicionando los elec-
trodos a una altura de 0,001 cm. Los resultados obtenidos se pueden observar en la





















































































































Figura 4.5: Experimento 1: caso 2. Evolucio´n de la solucio´n propuesta para Z =
0, 001 cm y malla cuadrada de 81 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia
real en mapa de colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Esquina
superior derecha: funcio´n de nivel inicial. Parte central izquierda: reconstruccio´n de
la isquemia en la iteracio´n 10. Parte central derecha: reconstruccio´n de la isquemia
en la iteracio´n 30. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final de la isquemia.
Esquina inferior derecha: Evolucio´n del coste.
Se puede ver que, al estar muy cerca los electrodos del tejido card´ıaco, el algo-
ritmo no es capaz de detectar y caracterizar adecuadamente las zonas isque´micas.
Creemos que esto es debido a que tienen una ”visio´n”muy reducida por estar tan
cerca. Tambie´n se puede ver que el coste no decrece exponencialmente y se pro-
ducen muchas fluctuaciones, por lo que no llega a converger y por tanto no llega a
estabilizarse y ser constante.
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Caso 3
Ahora se repite de nuevo el experimento anterior pero posicionando los electro-
dos a una altura de 1 cm. Los resultados obtenidos se pueden observar en la figura





















































































































Figura 4.6: Experimento 1: caso 3. Evolucio´n de la solucio´n propuesta para Z = 1
cm y malla cuadrada de 81 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real
en mapa de colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Esquina
superior derecha: funcio´n de nivel inicial. Parte central izquierda: reconstruccio´n de
la isquemia en la iteracio´n 10. Parte central derecha: reconstruccio´n de la isquemia
en la iteracio´n 30. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final de la isquemia.
Esquina inferior derecha: Evolucio´n del coste.
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Se puede ver que, al estar tan lejos los electrodos del tejido card´ıaco, el sis-
tema detecta que hay una regio´n isque´mica pero no es capaz de determinar que
realmente son dos regiones disconexas. La funcio´n de coste converge ra´pidamente
permaneciendo estable y constante en la mayor´ıa de las iteraciones.
Conclusiones Experimento 1
No esta´ claro que al acercarse ma´s, mejor es la reconstruccio´n debido a que
aparecen puntos aislados que no son zonas isque´micas.
El Experimento 1 comprende las reconstrucciones para las alturas de los elec-
trodos de Z = [0,001; 0,005; 0,01; 0,02; 0,05; 0,075; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,7; 1] cm. En
la figura 4.7, esta´n representadas las que se han considerado reconstrucciones fi-
nales para algunas de las alturas antes indicadas. Dichas reconstrucciones esta´n sin
suavizar. En el caso de que se haya realizado un procesado posterior a la reconstruc-
cio´n, se pueden observar los resultados en la figura 4.8.
Tambie´n, en las figuras 4.7 y 4.8, en la imagen de la esquina inferior derecha se
ha representado la norma 2 de la diferencia de la reconstruccio´n final y la real con
respecto a la altura. Y como se puede apreciar, esta curva no es mono´tona, sino ma´s
bien, presenta un mı´nimo en torno al Z = 0, 2 cm, lo que representara´ la distancia
o´ptima para la configuracio´n de 81 electrodos, siendo esta gra´fica similar en ambos
casos: sin y con procesamiento posterior de la reconstruccio´n.
4.2.2. Experimento 2
Se realiza el mismo procedimiento que en el Experimento 1 pero ahora con 64
electrodos, obteniendo los resultados mostrados en la figura 4.9.
4.2.3. Experimento 3
Se realiza el mismo procedimiento que en el Experimento 1 pero ahora con 49
electrodos, obteniendo los resultados mostrados en la figura 4.10.
4.2.4. Experimento 4
Se realiza el mismo procedimiento que en el Experimento 1 pero ahora con 36
electrodos, obteniendo los resultados mostrados en la figura 4.11.
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4.2.5. Experimento 5
Se realiza el mismo procedimiento que en el Experimento 1 pero ahora con 25
electrodos, obteniendo los resultados mostrados en la figura 4.12.
4.2.6. Experimento 6
Se realiza el mismo procedimiento que en el Experimento 1 pero ahora con 9
electrodos, obteniendo los resultados mostrados en la figura 4.13.
4.3. Dependencia con el nu´mero de electrodos
En la seccio´n anterior, se ha visto como exist´ıa una distancia o´ptima para
cada nu´mero de electrodos. Ahora lo que se quiere, es chequear si realmente la
utilizacio´n de un nu´mero mayor de electrodos mejora sustancialmente los resultados
en cuanto a calidad de reconstruccio´n se refiere. Para ello, se ha representado el
valor mı´nimo obtenido en la distancia, entre la imagen real y reconstruida, para los
distintos nu´mero de electrodos. Dicha gra´fica se encuentra en la figura 4.14, en la
que se puede apreciar como la calidad de la reconstruccio´n, si bien mejora con el
nu´mero de electrodos, no lo hace de manera evidente.
4.3. DEPENDENCIA CON EL NU´MERO DE ELECTRODOS 67




































































































































Figura 4.7: Experimento 1. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 81 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).





































































































































Figura 4.8: Experimento 1. Evolucio´n de la solucio´n propuesta suavizada y malla
cuadrada de 81 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
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Figura 4.9: Experimento 2. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 64 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
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Figura 4.10: Experimento 3. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 49 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
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Figura 4.11: Experimento 4. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 36 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
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Figura 4.12: Experimento 5. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 25 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
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Figura 4.13: Experimento 6. Evolucio´n de la solucio´n propuesta sin suavizar y malla
cuadrada de 9 electrodos. Esquina superior izquierda: isquemia real en mapa de
colores de la variacio´n τin y posicio´n x, y de los electrodos. Parte superior central:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 001 cm. Esquina superior derecha:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 005 cm. Parte central izquierda:
reconstruccio´n final de la isquemia para Z = 0, 01 cm. Parte central: reconstruccio´n
final de la isquemia para Z = 0, 02 cm. Parte central derecha: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 075 cm. Esquina inferior izquierda: reconstruccio´n final
de la isquemia para Z = 0, 2 cm. Parte inferior central: reconstruccio´n final de la
isquemia para Z = 0, 4 cm. Esquina inferior derecha: Evolucio´n de la norma 2 de
la diferencia de la reconstruccio´n final de la isquemia y la real (eje de las y) con
respecto a la altura (eje de las x).
74 CAPI´TULO 4. RESULTADOS














Figura 4.14: Evolucio´n de la calidad de las reconstrucciones finales o´ptimas de la
isquemia en funcio´n del nu´mero de electrodos. En el eje de las x, esta´ representado
el nu´mero de electrodos por lado de la malla y en el eje de las y, la norma 2 de la




En este cap´ıtulo se va a exponer un breve resumen de lo que se ha realizado
en este proyecto y tambie´n en la manera en que se ha estructurado. Tambie´n se
va a comentar la conclusio´n o conclusiones a las que se ha llegado y finalmente se
propondra´n todas aquellas ideas que puedan mejorar lo hecho hasta el momento, las
l´ıneas futuras.
El objetivo de este Proyecto Fin de Carrera, llamado Optimizacio´n de Medi-
das en Electrocardiolog´ıa, es determinar si existe un nu´mero y posicio´n de electrodos
o´ptimo para detectar y caracterizar posibles zonas afectadas por cardiopat´ıas de tipo
isque´mico. Para llegar a ese objetivo, hemos simulado el comportamiento ele´ctrico del
corazo´n. Se ha utilizado el modelo matema´tico de Mitchell y G.Schaeffer, que es un
modelo fenomenolo´gico de activacio´n card´ıaca donde se describe el comportamiento
de la actividad ele´ctrica de la membrana card´ıaca. Para ello, se han realizado una
serie de barridos mediante Matlab en los que se iba cambiando el nu´mero de elec-
trodos y a su vez, la altura de estos para obtener los resultados y as´ı poder sacar
las conclusiones correspondientes.
Este proyecto se ha estructurado en 5 cap´ıtulos de la siguiente manera: en el
cap´ıtulo 1, se ha hecho una pequen˜a introduccio´n del funcionamiento del corazo´n
haciendo especial hincapie´ en la actividad ele´ctrica de e´ste y tambie´n se explica en
que´ consiste una isquemia. En el cap´ıtulo 2, se hace una breve introduccio´n de la
existencia de los modelos matema´ticos y se expone el modelo matema´tico de Mitchell
y G.Schaeffer. En el cap´ıtulo 3, se explica en que´ consiste el problema inverso que
se aborda en este proyecto, el cual se resuelve con un algoritmo basado en una
descripcio´n mediante funciones de nivel. En el cap´ıtulo 4, se muestran los resultados
obtenidos de 6 experimentos diferentes. Y por u´ltimo, en el cap´ıtulo 5, en el que nos
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encontramos, se realiza un resumen del proyecto, las conclusiones obtenidas y las
l´ıneas futuras.
Una de las conclusiones a la que hemos llegado y siempre segu´n nuestros ex-
perimentos es, que la utilizacio´n de un nu´mero mayor de electrodos no mejora sus-
tancialmente los resultados respecto a la calidad de reconstruccio´n de la isquemia
y tambie´n, que no por estar ma´s cerca del tejido card´ıaco, es mejor la calidad de
e´stas, debido a que salen puntos aislados que no se corresponden con ninguna zona
isque´mica.
Por otro lado, aunque los resultados obtenidos se corresponden con unos mo-
delos muy sencillos, se espera que estos sean extrapolables a modelos ma´s realistas,
es decir, si bien no cuantitativamente, si es esperable que cualitativamente el com-
portamiento observado se reproduzca en modelos mucho ma´s realistas e incluso en
la realidad.
Este estudio puede ser muy interesante a la hora de disen˜ar dispositivos de
captacio´n intracavitaria.
En cuanto a l´ıneas futuras, se propone comprobar y verificar las mismas prue-
bas realizadas en este proyecto utilizando modelos ma´s realistas y tambie´n a ser





A continuacio´n se van a detallar y justificar los costes globales a la hora de rea-
lizar este Proyecto Fin de Carrera . Se ha contabilizado tanto los costes personales
como los costes materiales. En las siguientes tablas se ve de forma ma´s desglosada
los gastos correspondientes:
Tabla A.1: Coste personal.
En la tabla A.1 se muestra de manera aproximada el tiempo empleado a la hora
de realizar cada una de las fases del proyecto. El tiempo empleado a la realizacio´n
del Proyecto Fin de Carrera ha sido aproximadamente de 1060 horas. Si un Ingeniero
Te´cnico de Telecomunicaciones gana 65 euros/hora, el coste personal ser´ıa de unos
68.900 euros.
En la tabla A.2 se detallan por separado los gastos materiales que ascienden
aproximadamente a 3000 euros.
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Tabla A.2: Coste material.
Tabla A.3: Presupuesto del Proyecto Fin de Carrera.
Por tanto, en la tabla A.3 se puede ver el presupuesto global de este Proyecto
Fin de Carrera que corresponde a la suma de gastos personales, gastos materiales y
el 16 % de IVA que asciende a un total de 83.404 euros.
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